sa AB. (Ovdje je TT oznaka za

alelno i usmjereno na istu stranu). Vektori se ozn o T
’ aCav o
% 4gu 1sa a ,b ....ilia,b....

yina (intenzitet) vektora a oznadava se sa |:I

ili prosto sa a. Vektor ¢iji je intenzi
‘ . tenzitet
ednak 0 naziva se nula vektorom. Kod nula vektora s -

amo je intenzitet jednoznaéno odreden.

¢“g pravac i smjer proizvoljni. Nula vektor se oznagava sa 0 . Vektor &iji je intenzitet

] naziva se jediniCni vektor ili ort. Za vektor a = 0 jedini¢ni vektor je a, =

- - 7S
—

a

a

oA , ',1-'”:*.. ::';_fr-.-r. : : - . » - . - —
~ Vekto m ima isti intenzitet 1 pravac kao vektor a a smjer suprotan smjeru vektora a

| —) _ —_ — —_
vektorom vektora a i oznatavamosa — a . Zapazimo da je —| — a} =a.

L — ;:' g 4 — —3 ="
| Ve a=AB i b=BC. Vektor AC

.-'i" i
Fa
] !

| nazivamo sumom vektora a i b ioznadavamosa a+b.

LR "_.- L
o, e N v il Ts® |
= . . e [}
ke, TR
o, e

Bt e
™ RN

|

Dznadim 0 sa V skup svih vektora u prstoru.

1
i

F

i =

S
~ dvojstva operacije sabiranja vektora:
; RO ) B
o AL d * # d
:|-

e éﬁv a+ b =b+a (zakon komutacije),

'. o

i 1 g : .

. L1 J._:l‘l.x. -
"l ] [ 4

| J. #

r_"".J;j..-f' ." gl

"3 -..-'.‘i:,"-i -

.. P : M - A _‘
4 = Sty ""'.'.‘-ﬂr._ e = i
¥ e .
. e - o . Y -
- S = B :_:‘fl.,.f."_- i .- .
s Jrids 3 :
Y "N ¥
e Jir = 5
. ,‘*

G M RN P e S
a+b |+c=a+| b+c | (zakon asocijacije),

bt Tk

.I s '.:J_-.a.-. -.'iu

e

55

VadneV:a+n=n+a=a (neutralni elemenat: 0),

—
-
e
" a A
L
R TR : [
i) ' 1 F. -Ii i i

il
e A S e i . | ie vektor —a ).
ja'eV:a+a'=n (suprotni element: za vekior & J¢

b £ e 'y i 3 " ; ‘.I .- W"+)

Qe S o -

B e S e el Do L

¥ : y ¥ A ‘__‘l.,'..‘ 1 ."'.I‘ '! '__"._. ¢ o :I__f -
- (! I . i . : o N o
k - e b LY ] -
i "5-.- h;ér";r_‘ ¥ &
i ¥ o
S0

J-r_...__
LI

S0, P8

| i .
4

=

Ry
¥ e
= ket
= l"_ ¥ h..
=4 e
s
L,
W e ...".:h
o gl

¢ M

- g LTS
i T T R SO U S % X
- L X ) _' i ul b - n T W
i ) - - 1

B AT je Abelova grupa.
ra MOol Se O )l “L11]) . Ty S v :

i. | .3; by R L ¥ il :. q._l:L:l.F i L“-"‘i b " = . ik .-' J

Aty JE NPk S ERAS A BN &

. e i g

i a4,
Ll

VT,
wj 1_.
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ﬂ)g =0 a+B Ch

(= = i
a.}.b =0 -a+0: b

- -

- — _
a— b, nazivamo vektor a+|—b

; g - -
finicija 3. Razlikom vektora a i b, oznaka

ala. Ko m slstem u prostoru se sastoji od tri uzajamno normalne ose (on]ennm
0je se sijeku u jednoj tacki O (koordinatni pocetak). Jednu od ovih pravih nazivame ‘t .-
1sa (osa Ox), drugu -osa ordinata (osa Oy), a treéu -osa aplikata (osa Oz). Na sv‘akq

i el

tada vektor OM nazivamo radijus vektorom take M i oznadavamo sa r

€ M, u koordinatnom sistemu Oxyz, nazivamo koordinate radijus vekm
i

o (x, ¥,2) , tada se koordinate tatke M zapisuju: M(x,y,z), gdje je x -apscis

1
el L] F
W |

g o -:;.

T 2 W J'-""'

X r- j J“f I "_'H’Pi' 2 &yzg 2‘2) MJ@

[ -
-t e e 'y | . '
i .ll_' I|I'II_! -.r h E __|___. . 2 _I. i' |
[ N | v i N oy -:L' b AT i b A i Py '
e L AN T k
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&

i % e L 4 i
B=(-1-2) i +(5-3) j+(-2+4) k =(-3.22). \AB\ i

mk AB: A(KI'YI‘zl)tB(xZ-YZ!ZI) MjCIjmm C(x;,ys,z:,)

Y1 +AY, ,. = Z1tAz,
T el S B
i za sluaj A<0 (tada se tadka C nalazi na produZetku odsjeka AB).

—
e

te su tatke A(3,4,-1) i B(1,6,5). Naéi koordinate tatke C koja je sredina

s o 3] 4+6 =155
xC}HT=2‘ yc =T=5*ZC = 2 =2.

b i

-

su tatke A(-2,4,1) i B(3,~2.5). Odrediti koordinate tacke C takve da je
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| — " 1-.:5.% ih)

Tl — =)
}- umﬁuveklma a i b Ako ] Je bar jedan od vektora a ili b jednak nula

sn,yﬂdeﬁmcul uzima da je a b 0.
V skup swh vektora u prostoru. Na skalanu prolzvod dva
1o _m moZe gledati i kao na preshkavanje (%) VxV —R koje

- - — =
M vektora | a, b erV pridruZuje realni broj a-b =

‘Il;..i.a.?
s 1. = =

jeje e ugm 1izmedu vektora ai b.

".#_
___*, ;e pr_, a algebarska vrijednost (normalne) projekcije
-rtn Al b

| 1 'I=- '_.'

‘] 1 na vektor b (sl 1). Iz pravouglog trougla OBB’ imamo da je pr. a = a-cosQ, pa je

l‘
_;-

e - e o
) =D H pr... b. Odavde slijedi da j je pr_+ a= .' b., pr f,’ a5 b
i _1....... b

—»
a d

e skalamog proizvoda slijedi: a-b >0 ako e ¢ oStar ugao, i 2. <0 akoje @
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d- b= albl +azb2 +a3b3 ; ; albL+a2b2 +a3b3
aj +as +a3 be +b3 +b3

Teorema 1.

- - - - 1 Ak

e =0c(a=0 v:b=0 v a Lb)
- -

b) d- b OAa—(al,az,aB)ﬁb (bl’b2’ 3)¢=}alb1+32b2+a3b3 =0

— - TE

—I; =3 i Z(a,b)=—.lzralunatt:

¢) | a= :

Y 5o o

Se a)6, b)16, c) | a—b | =a —2a; b+b

2T (M
4 .'-..I'.r'-‘l

ﬂ o
N
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L e

L]

n'ﬁ - 3

i aj
e
—

'
‘-
,|r L

m a lb ako je:
f* } b) 2 =(-121),b=(-204); © a=(251),b=(-t

-" '.

. . I- .-:':l'T ."n‘

wml‘la (32:1), b (102)10-(122) Naci:

;:" id 40 0% SN T R -2 - =
g.ﬂ) b) [a-b)-c, c) [a-c}b, d) a -[b-c].

o :QH} S o =2 5 22 52 52 1’_’2
| ;: SR b -cic -a, f)a +3b —-c , g} Ne .
FI'-».' 'ﬂ'

i .l. -r'

| -
A, 31 B) - c c)9b, d)S2, e)(18,28,47), 1) 20, g) 3.

e 0 RS = -
rimjer 6. Naci ugao izmedu vektora a i b zadatih svojim koordinatama:
? 121),b=(12-1); b) a=(341),b=(143); c¢) a=(,-11),b=31-2).
1

q.—.ra rccos 3 b) o= arcco{-— %J c) 90°.

A T — - - - - - = =

@. su vektori a =i+ j- 2k b=2i+2j+k i c=3i+4 j+3k.

. A 3 - = "}JLF_
b) pl'_; b+ C], C) o C, d) pr_.*[3 a-+ b).

a+b
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s ¢ - A
b) a=(m-32)i b=(m-4,m3)

-Rjeéenje. a) I b) 11li 6. _ L

2.3.VEKTORSKI PROIZVOD

Y £ G RN e
a uredenu trojku | a, b, ¢ | nekomplanamih vektora a , b ic, kaiemodﬁm

Nk,
-t.a‘" '. 'r""'

tm_]ku vektora, ako se iz kraja vektora c najmanja rotacija od prvog vekiora a

vektora b izvr§ava u smjeru

10 ktetanju kazaljki na ¢asovniku

(u smjeru kretanja kazaljki na
r §12).

.
!lr I’

Jvedimo pojam vektorskog proizvoda
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rrorski proizvod dva vektora se moZe Elﬂdaﬂ ¥ S04 Pre“"hkavan’e H ¥

- l b iz skupa VXV pridruZuje vektor C iz shm

ax b =- bx a (antnkomutacga)

o - =
-axb ().axb axlb.

il

- = - =
iti izraZen i formulom axb=P-¢e , gdjeje e

Y

it  ort (jediniéni vektor) vektora axb.

i‘j
" -i-i-}

“:4' L; Zanhorc baze (1 J» K | koji grade desnu trojku vektora vaZi:
""_-'-‘ ;l-.:r"‘ﬁ § WL
Ii \;I |

e A s

*'-.

L _ l:‘f ._1.. g

-
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) ) == - _—y " - 1
b) axbs= Of\ﬂ“(tll tl‘ntl ]ﬁh+{bl,b:|h{}¢_-;i.l_:i_§h=ii_i
S hl b:! b1
Prhnjel'l. Dﬂti su vekton a i b'i.l :3- l-; =4 } é{.; 6]=E Naéi:
6. ‘
o ce -9 b -
a) axb, b) ft3a+2b)x(2u-3b
- b -

Rjesenje. ) Kako je |axb|=6, 1o je ax b 6-e, gdje je Py jedini¢ni vektor pravca vektora

- = =

;xb itakavdaje | a, b, e | desna trojka vektora.

-5 =

-13axb,

- - -

b) 3:+2b 2a- 3b =6axa —-9&xb+4bxa —6gx;

—p

- - - =
3a+2b x| 2a-3b |=|-13axb|=78.

- — - = I _
.la =2‘J§,lb =41 Z(a,b)=—4-.N&(:|:

- -
Primjer 2. Dati su vektori a i b zakojeje:

rgl b) 3a+2b Za b . Rjesenje. a) 8, b) 36.

ik b @
~ Primjer 3. Dato je a=3 , b=201i a-b=30. Nadi jaxb}.

TN TR 4
., MUpmstvoIz a- b =30 slijedi da )e cow-z

" L - - L -"-.
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i sinus smedu vektora.
Primjer 5. Naci sinus ugla izmedu | '

' | ‘ ib= i+ 1+2K.
12.2) i ;-‘{-—l-—j 7). b a=21+ ) 1k 1 |
D) A =l3e) 1 U@ ETWE

;l}( b ) - i ’ .
- 2 2| =(8,~4.,0).
. 4\{5 " sin i | —,ile-- ‘ “ o
Rjesenje. sin@=—7=" Uputstvo. sin ¢ | t; s .
'

V7

b) sm@*-a'--

—)

Primjer 6. Nadi bar jedan vektor ¢ koji je normalan na vektore a =(LL~=1) i b=(-511)

- = -

& B B
Rjesenje. ¢ =(1,2,3). Uputstvo. ¢ =| | 1 -=1.
-5 1 1

Y
Primjer 7. Na¢i jedini¢ni vektor ¢ koji je normalan na vektore:

- - - - o, 4 - .
a) a=(13-2)i b=(213); b)a 21—J+k 1b-1+21+3k
Rjesenje. a) c= t(—-]—]—- o -——-;——] Uputstvo. Vektor ¢ ima pravac vektora axb
195" 195 195) |

=l

- -
R
-q
yaxb=(1 3 -2=(11,-7,-5),
21

axa‘ =195 .b) ¢ *J_:_J_i___[_l

. P

Primjer 8. Izratunati povrSinu paralelograma konstrujsanog na vektorima:

a) a =(8,14), b =(-3,2]); b) a =(~12,0), b =(2,3-4).

Rjesenje. a) 9v10 . Uputstvo. a__x b =(-' ~20,19), P={axb|.

b) V129 Upum'm

Primjer 9. Nadi povg

a) AQ2,- 111&r
b) A(xl,yt,a

T - F
y
_-'-'n-

gt b
&
- i

F
.'...'
w1 (LD
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2.4. MJESOVITI PROIZVOD

' : vada tri vektora.
Uvedimo pojam mjesovitog proizvoda tri Ve

——

-—-—___'____m____“_-.-

-:! _b‘ ; i P |

R t « naziva se broj jednak skalarmaem |

Definicija 1. MjeSovitim proizvodom vektora a , b i ¢ naziva se broj jednak skalamop,
inicija 1. Mje! -

—) =) 3

proizvodu vektora axXb 1 € . -

/

r P

—F ) » , 3
e A . e |
. b N " & ]II I &, b‘ -
Mje3oviti proizvod vektora a , b i ¢ se oznacava sd (ax bJ C

- =) = : : Sl b |
Geometrijski Lax b}-c predstavlja zapreminu paralelopipeda konstruisanog nad

- = —

vektorima a . b i ¢ . Zapremina trostrane piramide konstruisane nad vektornma a, b i ¢

1 = 2\~
jednakaje E axb |-c|.

—+—+]-—: R

Ako je (axb . ¢ >0 (<0), tada vektori a ,b i ¢ grade desnu (ljjevu) trojku vektora.

Svojstva mjeSovitog proizvoda:

- =\ = e e
* |axb|-c=|bxXc|-a=|cXa| b, tj. vrijednost mjeSovitog proizvoda se ne

mijenja pri cikli¢noj promjeni vektora.
- =) - - =) - - =) - - =\ -
. axb|-¢c=—| axc |'b=- bxa)-c=—(cxb}a.

- 5\ - - - -
. axb |-c =0« (vektori a, b i ¢ su komplanarni).

Napomena: "Cikli¢no” SVOJSWO m egwim
pamti koriS¢enjem kruZnice (] 1) B pmwwda se lako

1’,~-. 1"

-.* S s
Ako su vektori a =(

1 1-
P
Hr

-
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3. Naci m_]eﬁovm prolzvod vektora:

”;1'..

_a; a=(12 ), b=(2-13), c_.(214),

b) a =(312), b =(2,7,4), P =(1,2,1): Rb:
' ‘.'L'-;_ ' I R el —> -5 - = - o "*
c)a=21+)-k,b=-1+2 j+k, c=3 1+2_]+2k
ik EEh AT
1je. a) [axb sGe=l2 =1 3i==15, by-7, ©) . 17. ¢
i Vo (e

Primjer 3. Uprostiti izraze:

i = MR J Ul e el ST

2 a)|| a+b+c [X| a—b-c ||| a=b+c |,

If, it o g I ey Sa ey Dl Sttt
b)|| a—b |X| b—c|||c—a], c)| ax| b—c ||| a+b+2¢ |.

o =y eyl oy
o ?Mjeréi Ispitati da li su vektori a , b i ¢ komplanarni, ako je:
l'”“h —_
a) a=(123), b=(-132), c=(-234);
o '1. 5
=(-213), b (). s ¢

"¢ a=i+j+k,b=2i-k,

4

a

&4

.-' o
4 "-’,- :ILIE 5
..!

1-. - l--"I"- =
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Sl a1 )
'..,in'l' '_.- . i
i i a

T U
| -2 1 | =0. b) a=—4.

o A e
Rjesenje. 2) a=2. Uputstvo. [ ] R

eA B,Ci D pripadaju jednoj ravni, ako je:

31,0, D(LLD:
|.-4,3), D(@,-3,9);

i da li tack
Primjer 6. [spitati !
a) A(1,3.4). B(2,3,1), C(

b) A(3,-4.1), B(2,-3,7), C(

i da li su vekton AB =(1,0,-3) ,

A_.,C = (-4,-2,-4) i a‘{b = (0,-2 <3
Rjesenje. a) Treba ispitat ke

a4 -2 -4|=-22%0, to date taCke ne pripadajy

- _— -
komplanami. Kako je (ABX AC] -AD =

gl B
-2 0 2/=0,t0 date tacke pripadaju jednoj ravni

1 1 4

—%

- =
jednoj ravni. b) Kako je (ABXACJ- AD:.

Primjer 7. Dokazati: TaCke Alx, . v1.21) B(xz,yz,zz),C(x3,y3,z3) i Dix,,v..2,)
IX,-X4 Y1—Ys Z1-Z4
pripadaju jednoj ravni onda i samo ondakada je [X, —=X4; Y2—Y¥s Z7Z4 =0.
By =y Y3 Ya 23724

- - =
Rjedenje. Uputstvo. Vektori: AD, BD, CD su komplanarni.

Primjer 8. Izratunati zaprenﬁnu parale10pipeda konstruisanog na vektornma:
— - = = — - — - -

a) a=2i+ j-k, b---1+7_]+2k, c-41+2 J+k;
—
b) a=(34,-1), b=(—1.0.4), c =(1,3,2).

- i
¥ : - =
RjeSenje. a)V-.:[axb].:l:,i_l 7 2||=45. b) V=9,
@57 e
Primjer 9. Naéi zapr i

a) A(34,5), B(4.3,1 4
b) A(xl Yi, 31)3

'..ht -

Rjesenje. a) Vuls_-; .
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